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Chapitre 1

Introduction

1.1 D’Euler a Apéry

Le probléeme de Bernoulli

Dans son ouvrage Tractatus de seriebus infinitis (1689), Jakob Bernoulli
pose le probleme de I’évaluation de la série :: 1/n? : il écrit « Si quelqu’un
détermine et nous communique ce qui a jusqu’ici échappé a tous nos efforts,
grande sera notre gratitude ». Il revient a L. Euler de résoudre ce probleme
en 1735, de facon trés ingénieuse ' :

“+00
1 m?

n? 6
n=1
Euler donne par la suite plusieurs démonstrations de cette identité et parvient
plus généralement a déterminer la valeur de la fonction zéta de Riemann

C(s) = :: 1/n® aux entiers pairs, en montrant que pour tout entier n > 1,
22n71B2
m) = (—1 n—1 n__2n
Clom) = (1) =gt

ou les nombres rationnels B,, sont les nombres de Bernoulli, que ’'on peut
définir par leur série génératrice exponentielle

z : X B
s 2n 9p
12 ;(Qn)!z '

En revanche, ni Euler, ni personne apres lui, n'est parvenu a une ex-
pression aussi simple pour les nombres ((2n + 1) (n entier > 1). On peut

Woir [Du, ch.3] par exemple.
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cependant citer une formule essentiellement due a Ramanujan et considérée
comme ’analogue naturel de la formule d’Euler 2

+0 ;5 _op—1

1
(=8 5((2”+1)+Zm =
k=1~

+00 90 n+1

1 k2t (=1)* Ba. Bayo-2k
R 1 2271 n ln+]7k k
Q 24( n+ )+;€2ak1 + Z(Qk)!(Qn—l—Qf?k)!a b

k=0

oll a et 3 sont tels que a3 = w2. Malgré son intérét, la formule de Ramanujan

ne permet pas de décider si les nombres ((2n-+1) s’expriment rationnellement
a I'aide de 727 +!,

Rationnels ou irrationnels ?

Un probleme lié au précédent est la détermination de la nature arithméti-
que des nombres ((s) pour les entiers s > 2 : s’agit-il de nombres rationnels ou
irrationnels, de nombres algébriques ou transcendants, et plus généralement
existe-t-il ou non des relations de dépendances algébriques entre eux ?

La transcendance de m démontrée par Lindemann en 1882 [L] et la formule
d’Euler permettent de répondre completement a cette question pour le cas
pair : pour tout entier n > 1, le nombre ((2n) est transcendant, et on pourrait
aussi ajouter que ces nombres sont algébriquement dépendants.

La situation est beaucoup plus mystérieuse pour les nombres ((2n + 1).
La formule de Ramanujan n’a pas été exploitée comme la formule d’Euler,
meme s’il n’est pas impossible qu’elle le soit un jour. Et ce n’est qu’en 1978
que R. Apéry [Al] est parvenu a montrer Uirrationalité de ((3) : bien que
sa méthode ait été accueillie avec scepticisme et jugée peu orthodoxe? | elle
n’en a pas moins été rapidement validée et aurait sans doute été appréciée *
par Euler.

2Voir [Ber] pour une démonstration de cette formule et de bien d’autres.

3[VdP] et [MF] décrivent I'exposé surréaliste d’Apéry aux Journées Arithmétiques de
Luminy en 1978.

4Peut-étre I'aurait-elle été un peu moins par G. H. Hardy, qui aurait un jour affirmé
qu’il donnerait sa chaire & Cambridge a quiconque parvenait a ce résultat.
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1.2 Depuis Apéry

La démonstration d’Apéry ° peut étre résumée ainsi : il existe une cons-
tante ¢ > 0 et des rationnels

—Z() <n+k> ez, b,ed’z

(o d,, = ppem(1,2,...,n)) tels que
0 < [anC(3) — by| < ¢(vV/2 — 1)

L’estimation élémentaire d,, < 3™ suffit pour conclure que ((3) & Q.

Les intégrales de Beukers

La méthode d’Apéry n’a pas pu étre a ce jour généralisée aux nombres
¢(5), ¢(7), etc. Elle a cependant donné lieu a de nombreux développements,
initiés en partie par les travaux de F. Beukers. Dans [Beul], celui-ci donne une
nouvelle démonstration du théoreme d’Apéry en considérant les polynomes
de Legendre

n
Poa) =~ 9

n!dzn

1 ('[! Py(2)Pu(y)
_Z e\ .
) e

Beukers évalue I, de deux facons différentes et montre que

o = [ [ [ R

les nombres a,, et b, étant les mémes que ceux d’Apéry.

Cette approche s’est révélée tres importante pour aborder le probleme
de la mesure d’irrationalité de ((3). On appelle mesure d’irrationalité d’un
irrationnel a tout réel p > 2 tel que pour tout e > 0, il existe ¢o(e) > 0
tel que | — p/g| > 1/¢"** pour tous les entiers p et ¢ avec ¢ > qo(). Le
minimum g(a) de tels réels p est la mesure d’irrationalité de . Dans le cas
de ¢(3), Apéry a montré que ;(((3)) < 13,41782. I’étude de plus en plus fine

(" (1 = 2)")

et I'intégrale

°Elle est décrite dans [A2], [Coh], [Rel] et [VAP].
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d’intégrales de type Beukers ¢ a permis de majorer p(((3)) successivement

par 12,74359 [DV], 8,8302837 [Hat1] et 7,377956 [Hat5].

Le record actuel est p(¢(3)) < 5,513891 par Rhin et Viola [RV2]. Leur
méthode repose sur deux points essentiels : ils s’affranchissent tout d’abord
des polynomes de type Legendre et des intégrations par parties successives de
Hata [Hat1], [Hat5] en montrant que sous certaines conditions sur les entiers
h,3,k,1,q,r,s > 0 l'intégrale

)'y* (1 =)' (1 — 2)
I(h,j,k,1,q,r,s) / / / 0= 1—3:1,1) TR dzdydz

est égale a a+2b((3) € Q+2z((3). L’autre point important est la détermina-
tion d’un « bon » dénominateur de a : pour cela, ils étudient I'action d’un
groupe de transformations birationnelles laissant invariants certains multiples
rationnels de I(h, j, k,l,q,r,s).

En 1994, D. Vasilyev [Val] a introduit pour tout entier £ > 2 une
généralisation naturelle .J,, (k) de I'intégrale de Beukers [,,. Par exemple pour

k=5,

1n(5) = / [T, u(1 — u;)"duy dugdusdugdus
o o (1= (1= (1= (1= (1 = uy)ug)uz)ug)us)"

Il montre que si k est impair, alors Jy(k) = 2¢(k). Dans [Va2], il prouve
également que, d°.J,(5) = A, + B,((3) +C,((5) ot A,, B, et C,, sont entiers
et d’.J,(5) — 0 : la présence de ((3) rend malheureusement impossible la
démonstration directe de I'irrationalité de ((5). Apres des calculs numériques
avec Maple, il conjecture que pour tout k£ > 2, .J,,(2k + 1) peut s’exprimer
comme une combinaison linéaire a coefficients rationnels des nombres 1 et
(25 +1), avec j € {1,...,k}.

Approximants de Padé et ((3)

Certains approximants de Hermite-Padé des fonctions polylogarithmes
> _n
z
:E — (z€C |zl <lets>1).
nS

ont été explicitement construits par E. Nikishin [Ni] en 1979 : ayant fixé des
entiers a et b tels que 1 < b < a, il détermine, pour |z| > 1, des polynomes

Des intégrales de type Beukers existent également pour log(2), ((2) et d’une fagon
déguisée pour 7 : on pourra consulter respectivement [Ru], [RV1] et [Hat4] pour les
meilleures mesures d’irrationalité connues de ces trois nombres, ainsi que [Vi] pour un
exposé général.
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Po(z) dedegré <msil=1,...,betdedegré <n—1sil=0,b+1,...,a,
tels que 'ordre en z = oo de la fonction

Nuan(2) = Pon(2) + > Pia(2)Lig(1/2)

soit au moins an + b. En particulier, il obtient la formule explicite

_+°° (k—1)(k—2)---(k—an—b+1)
Nl );ka(k+1)a...(k+n1)a(k+n)bz |

ce qui lui permet de montrer que si p et ¢ sont des entiers tels que
¢g<0<p et |g>p*(4a)® b,

alors les nombres 1, Lij(p/q),...,Li,(p/q) sont linéairement indépendants
sur Q. Cependant, ce travail et les raffinements de Chudnovski [Chu] et
de Hata [Hat2]|, [Hat3] ne donnent aucun renseignement arithmétique sur
Lig(1) = ((s) et Lig(—1) = (1 — 2'7%)((s) (s > 2).

Néanmoins, en 1981, Beukers [Beu3] montre comment la démonstration
d’Apéry peut étre naturellement replacée dans le cadre des approximants
de Padé des fonctions polylogarithmes. Pour cela, il cherche a déterminer
des polynomes A, (z), B,(z), Cn(z) et D,(z) de degré au plus n tels que
B, (1) = 0 et tels que les deux séries entiéres en 1/z

Un(2) = An(2)Lis(1/2) + B, (2)Lis(1/2) + Cp(2)
Vo(z) = 2A,(2)Li3(1/2) + Bn(2)Lis(1/2) + D, (2)

aient un ordre > n + 1 en z = oo. Il montre que ce probleme admet
une solution unique 7 (A une constante multiplicative prés) : en particulier

An(2) =300 (2)2("+k)22k, et en posant

(DD (k)
R"“”‘( R4 1) (k1) >

on a
+00 +o0
Un(2) =) Ru(k)z* et Vi(z) =Y RV(k)z "
k=1 k=1

"Les séries Uy, (z) et V,(z) avaient déja été considérées par Gutnik [G] en 1979 pour
montrer que, pour tout rationnel g, au moins un des deux nombres 3¢(3) + q¢(2) et
€(2) + 2qlog(2) est irrationnel. Dans [Beu2], Beukers donne sans démonstration des
généralisations de ce résultat, en remarquant qu’elles ne sont malheureusement pas celles
attendues.
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Beukers ajoute qu'un calcul immédiat montre que I'on retrouve I'approxima-
tion® d’Apéry pour ((3).

« Dans D’esprit de Fourier »

C’est en 1996 que Yu. Nesterenko [Ne2] effectue le « calcul immédiat »
de Beukers : ce calcul nécessite de transformer la série V,,(1) de Beukers en
une intégrale complexe a laquelle s’applique la méthode du col. Nesterenko
ajoute que si 'on pouvait obtenir une estimation élémentaire de V,,(1), on
aurait alors une démonstration de I'irrationalité de ((3) aussi simple que celle
donnée par Fourier pour e.

Dans un message électronique [B], K.Ball m’a indiqué que la série suivante
pouvait résoudre le probleme de Nesterenko :

+00
k—1)---(k—mn)(k 1) (k+2
S (TR (Lt | B (D (R I BRUEET)
pt 2 E4(k+1)%- - (k+n)
On peut en effet dans ce cas déterminer le comportement asymptotique de
B,, de facon élémentaire, grace a la formule de Stirling. A priori,

By, = a((4) + BuC(3) + 7((2) + 0y,

ou ay, Bn, Yn et 6§, sont rationnels : cependant la forme tres particuliere de
B,, entraine que «, = 7, = 0. On peut montrer que d,f3, € Z et dflén €7
mais cela ne permet pas de retrouver I'irrationalité de ((3). Toutefois, nous
reviendrons sur ce probleme au chapitre 5.

1.3 De l’irrationalité a l'indépendance liné-
aire

Il est temps de décrire nos résultats. Les tentatives, par les intégrales de
Beukers ou les approximants de Padé, pour généraliser la démonstration de
l'irrationalité de ((3) échouent toutes sur le point suivant : aucune ne parvient
a isoler un des nombres ((2n + 1) (n > 2) dans une suite d’approximations
rationnelles qui concilient arithmétique (dénominateur raisonnable) et asym-
ptotique (convergence rapide de la suite vers 0).

8Trois autres preuves de l'irrationalité de ((3) ont été obtenues par des techniques
d’approximation de Padé, par Sorokin [Sol], [So3] (dans deux problémes d’approximation
voisins de celui de [Beu3]) et par M. Prévost [P] (dans un contexte totalement différent).
Dans les trois cas, comme dans tous ceux vus jusqu’a présent, il est remarquable que ’on
retrouve systématiquement I’approximation originale d’Apéry.
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En revanche, en suivant Nikishin, il est plus facile de construire des ap-
proximations simultanées des nombres ((s) et cette démarche, qui revient a
abandonner l'irrationalité pour 'indépendance linéaire, peut étre fructueuse.
Par exemple, E. Reyssat [Re2], en utilisant les approximants de Hermite-
Padé ? de la famille de fonctions (log(1 — 2)¥)g>0, établit en particulier la
transcendance de log(a/b) : en fait, il montre implicitement que pour tout
rationnel a/b > 0, une infinité des puissances log(a/b)* sont linéairement
indépendantes sur Q, ce qui suffit.

Les résultats

Notre premiere approche a été d’introduire une perturbation de la série
de Nikishin, en considérant

R (k=1)(k=2)---(k—rn) _,

Nnar =n!*"

ol z € C, |2| > 1, a et r entiers tels 1 < r < a. L’ordre du zéro en z =
oo de N, ,,(2) n'est plus maximal (cas des approximants de Padé) et est
maintenant paramétré par ’entier r que 'on peut chercher a optimiser dans
un but arithmétique : N, ,,(z) s’écrit comme une combinaison linéaire de 1,
Liy(1/z), Lig(1/2),..., Li,(1/2) et en spécialisant en z rationnel, le critere
d’indépendance linéaire de Nesterenko [Nel| nous permet de montrer le

Théoréme 2.1 Soit a un entier > 2 et « = p/q un nombre rationnel, |a| <
1. Notons d,(a) la dimension du Q —espace vectoriel engendré par 1, Li; (a),
Lis(a), ..., Lig(). Alors pour tout € > 0, il existe un entier A(e,p,q) tel que
sia> Ale,p,q),
1—e¢
%(@) 2 T 0@
En ne tenant pas compte de la valeur divergente Li;(1), ce théoreme est
encore valable si & = 1 : pour tout entier ¢ > 2, la dimension de I’espace
vectoriel engendré sur les rationnels par 1, ((2), ((3),...,{(a) est minorée
par ¢qlog(a), ol ¢y est une constante effective. Cette minoration est triviale
puisque la formule d’Euler et la transcendance de 7 implique que cette di-
mension est a priori > a/2.
Cependant, si les ((2n) « parasites » pouvaient étre éliminés des combi-
naisons linéaires, cela prouverait en particulier I'existence d'une infinité de
valeurs irrationnelles de la fonction ¢ aux entiers impairs. Le résultat de

log(a).

9Ces approximants avaient déja introduits par Malher [Ma] dans le méme but.
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Vasilyev sur l'intégrale .J,(5) montre qu'une telle combinaison linéaire n’est
pas impossible a construire mais ’attaque directe de sa conjecture semble
conduire a des calculs inextricables.

Notre deuxieme approche a alors été de reconsidérer la série de Ball B,
dont une des propriétés remarquables est d’éliminer ((2) et ((4) et de conser-
ver ((3). Au chapitre 3, nous construisons une série S, ,,(z) dont la structure
mélange la perturbation de la série de Nikishin et une généralisation de la
propriété de dichotomie de B,. L’étude de S, ,,(2) permet de prouver les
deux théoremes suivants.

Théoreme 3.1 Soit a un entier impair > 3 et notons §(a) la dimension du
Q —espace vectoriel engendré par 1, ((3), ¢(5), ..., ((a). On a alors

5(a) > 3 log(a).

De plus, pour tout £ > 0, il existe un entier A(e) tel que si a > A(e),

d(a) > ¢

Z T log2) 8@

Théoréme 3.2 1l existe un entier impair j, 5 < j < 169 tel que 1, ((3) et
C(7) sont linéairement indépendants sur Q .

Au chapitre 4, nous améliorons la majoration j < 169 du Théoreme 3.2
en ne recherchant que l'irrationalité de ((j). Nous introduisons pour cela
une série qui mélange la propriété de dichotomie et le « décalage » produit
par la série de Beukers-Gutnik-Nesterenko : ((3) disparait des combinaisons
linéaires de ¢ impairs, ce qui permet de montrer le

Théoréeme 4.1 Il existe un nombre entier impair j tel que b < j < 21 et

C(j) € Q.

Enfin, au chapitre 5, nous motivons une conjecture dont la démonstration
permettrait de résoudre le probleme posé par la série Ball et améliorerait le
Théoreme 4.1, en remplagant 21 par 19. Nous envisageons également quelques
extensions possibles des résultats de cette these.



Chapitre 2

Indépendance linéaire des
valeurs des polylogarithmes

L’étude diophantienne des valeurs des fonctions polylogarithmes Liy(2),
définies pour z € C, |z] <1 et s > 1 par

+00 Zk
Lis(2) = Z L
k=0

en des points rationnels a été abordée dans [Ni], [Chul, [Hat2], [Hu], par
exemple. Nikishin [Ni] montre que, pour tout entier a > 1,sip € N, ¢ € Z
et |g| > p*(4a)* @1 alors les nombres 1,Li;(p/q), Liz(p/q),. .., Li.(p/q)
sont Q—linéairement indépendants. Nous abordons ce probléme sous un angle
différent en montrant le

Théoréeme 2.1. Soit a un entier > 2 et a« = p/q un nombre rationnel, |a| <
1. Notons d,(a) la dimension du Q —espace vectoriel engendré par 1, Li; (a),
Lig(), ..., Lig(). Alors pour tout £ > 0, il existe un entier A(e,p,q) tel que
sia > Ale,pq),

1
do(a) > c

= w log(a).

En particulier, pour tout rationnel «, |a| < 1, 'ensemble {Lis(«),s > 1}
contient une infinité de nombres irrationnels. La restriction aux nombres ra-
tionnels n’est pas essentielle : on peut facilement étendre le Théoreme 2.1 aux
nombres algébriques réels. Pour une raison technique, le cas des algébriques
complexes est plus délicat. La démonstration repose sur la série suivante

= (k=1)(k=2)---(k—rn) _,

Nnar =n!""

13
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ouz € C, |z| > 1, a et rentiers tels 1 < r < a et n € N. Pour simplifier
I’exposé, nous noterons N, (z) cette série et nous 1’écrirons sous la forme

ja—r < (k B Tn)”l —k
k=1 g TI+1

ou () est le symbole de Pochhammer :
(@)g=1 et (a)p=ala+1)---(a+k—=1) si k=1,2,...

Il est utile de noter que cette série est une fonction hypergéométrique géné-
ralisée :
o Drn+ 1) (rn + 2)°

C((r+1)n+1)°

m+1,m+1...,rm+1 1
Xa—HFa z .
(r+1)n+2,...,(r+1)n+2

N,(z) = z ™ 'n

Le paragraphe 2 est consacré a I’étude précise de cette série : le Lemme 2.1
montre que la série N, (z) fournit bien des combinaisons linéaires a coeffi-
cients polynomiaux des fonctions Lig(1/z). Le Lemme 2.2 donne une expres-
sion intégrale similaire a celles de [Beul] et de [DV, §1.3], ce qui permet
d’estimer S,(z) (Lemme 2.3). Nous suivons ensuite Nikishin [Ni] pour la
démonstration des Lemmes 2.4 et 2.5, qui concernent les propriétés asymp-
totiques et arithmétiques des coefficients des combinaisons linéaires. Pour
conclure, nous appliquons le critere d’indépendance linéaire de Nesterenko
[Nel].

2.1 Résultats auxiliaires

. A
Dans toute la suite, on pose D, = %(f? et
Ry(t) = ot
()71
Pour [ € {1,...,a} et j € {0,...,n}, on note aussi
Cljn = Dafl (Rn(f) (f + j)a)‘t:ij €Q, (21)

n

Pon(z) = — Z Z Clin Z %zjk et P o(z) = ch’jynzj . (2.2)

J
=1 j=1 k=1 §=0

Les P,,(z) sont donc des polynomes a coefficients rationnels.
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Lemme 2.1. Pour tout z € C, |z| > 1, on a
Na(2) = Pyu(2) + > Pia(2)Lir(1/2) . (2.3)

Démonstration. En décomposant R, (t) en fractions partielles, on obtient :
ZZ Tl
=1 j5=0

D'ousi |z| > 1

N”(Z) - ZZ anzk k—l—]

=1 j=0

(=11 K1
- ZZ"LM” Z;ﬁ*Z;ﬁ
1

I=1 j=0
J
= ZLll 1/2) Z(’”nz —Z‘ Cl’j’”Z%ij

ce qui n’est rien d’autre que (2.3).

Lemme 2.2. Pour tout z € C, |z| > 1,

[0,1]

n" . (z —x1x9-my)" ) z— Ty T,

Démonstration. La série N, (z) est une fonction hypergéométrique généra-
lisée dont les parametres sont tels qu’elle peut s’exprimer sous la forme
intégrale voulue pour |z| > 1 (voir [S]], p.108).

Lemme 2.3. Pour tout z € R tel que |z| > 1, la suite |N,(2)|'/" admet une
limite que l’on note ¢, 4(2). De plus, on a l'encadrement

1

‘Z|r7na7r '

0<¢ra(z) < (2.5)

Démonstration. La formule de Stirling implique que

1\ 1/n
lim ((rn)) =7,
n—+oo nlr
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Pour z réel, |z| > 1, 'existence et la valeur de

ol —x
lim [N, (2)["" = 7" max [T, 27 (1 — )
n—+o0o z€[0,1]e (Z — X1y ./I;a)r

£0

résulte de la formule intégrale (2.4). Notons que 'on ne peut pas conclure
aussi facilement dans le cas z compleze. Majorons maintenant N, (z). Si k €
{0,...,rn} alors R, (k) = 0. Supposons k > rn + 1; on a alors

— afr(kirn)”l — a—r)n k™ —rn
Ru(k)|z| " = n! WM ’ ! )WM

nyenn 1 1 \"1
O e
k ka |Z‘r7aa7r ka

IN

Donc
+oo 1 n +0oo 1
N, (2)| < Rn(k)|z| F < —
MEls X mmE s (o) Y
k=rn+1 k=rn+1
et
() < —
T(LZ — :
SO’ |Z‘r7na7r

Lemme 2.4. Pour tout | € {0,...,a} et tout z € C tel que |z| > 1,

lim sup | P, (2)|Y" < 72047+ 2] (2.6)

n—-+o0o

Démonstration. On majore d’abord les coefficients ¢; ;,,. Pour cela on utilise
la formule de Cauchy :

1

Cljn = 0

/ Ra(2) (2 + ) dz
|z+j]=1/2

ou |z + j| = 1/2 désigne le cercle de centre —j et de rayon 1/2. Sur ce cercle,
on a

(=)l <(G+2),, et [(Dap] 227G - Dl —j5 - 1L

Donc

(rn+j)!  j*n—j)(rn+j+1)
jlert(n —g)te j+1

(7)) e

|a—7r

cLinl < 0! - 8¢
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En remarquant que

(T?’L + 7) < 2rn+j’ <TL> < 2na’ (T’ﬂ)' < P ’
J J nlr

on obtient |¢;;,| < (r"2°t )" (rn +1)2¢, d’ou

lim sup |¢y ;| < pr2etrt
n—+oo

Sile{l,...,a},ona P,(z) =37 jcn? et donc

lim sup | P, (2)["/" < r720t 2]

n—-+o0o

Il nous reste a majorer I, (%), dont on a déterminé I’expression (2.2)

Comme

k=1

on a la aussi

lim sup | Py, (2)]"/" < 17207+ 2] .
n—+oo

Lemme 2.5. Pour toutl € {0,...,a}
4 P(2) € 2[4 7)
ot d, = ppem(1,2,...,n).

Démonstration. L’évaluation du dénominateur des coefficients ¢, ;,, repose
sur une réécriture de R, (t). Fixons les entiers n et j. On décompose alors le
numérateur de R, (¢) en r produits de n facteurs consécutifs :

R, (t)(t+7)° HE

oupourl e {l,...,r}

(t —nl), , _n! ,
m(“ﬂ)a H(t) = (t+7) -

Fi(t) =
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Décomposons Fj(t) et H(t) en fractions partielles :

) =143 U=t gy 5=y

p=0 t+p p=0 t+p
pEj] PEj
(=l (D) =VDn4+p+Dn o, (nl+p)(n
ot = ﬁ(_p+h) B SV s ( n ><p>
hp
. ! (—1)7n!
. ﬁ(—p+h) “pln—p) (_1)p<p>
Wz

sont des entiers. On a alors pour tout entier A > 0 :

(DaFi(t))ji=—j = 50A+Z (v p)xfﬂ’
p#y
N~ Py
(D\H() =5 = ;( 1) TR
p7J

avec 6y, = 1si A =0, dp, = 0si A > 0. On a donc montré que d)(DyF})——;
et d)(DyH);—_; sont des entiers pour tout A € N. Grace a la formule de
Leibniz

Do f(R(t)(t+)*) =D (D Fy) -+ (D F) (D, H) -+ (D, H)

u

(ot la somme est sur les multi-indices 4 € N tels que g + -+ + g = a — 1),
on en déduit alors que d? !¢, ;,, € Z et donc que d2'P,,(2) € Z[2].
2.2 Démonstration du Théoreme 2.1

Pour démontrer la Proposition 2.1 ci-dessous, nous utiliseront le critere d’indé-
pendance linéaire suivant.
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Théoréme 2.2 (Critére de Nesterenko). Soit N réels 6y, 05,...,0y et
supposons qu’il existe N suites (pn)n>o0 tels que :
i)Vi=1,...N, pn€2;

N
ii) (ﬁ“(n) < |Zpl,n91| < (x;+o(") avec 0 < ap < < 1;
=1

iii) Yl =1,...,N, |pia| < B avec B > 1.
Dans ces conditions,

' log(3) — log(a)
dimg(Q 6 +Q 2+ +QOy) = log () — log(an) + log(az) -

Proposition 2.1. Soit a un entier > 2 et o = p/q un nombre rationnel tel
que |a| < 1. Pour tout entier r tel que 1 < r < a, on a la minoration

alog(r) + (a+r+1)log(2) — (r + 1) log|«|

O (a) > 2.8
(a) a+ (a+r+1)log(2) + rlog(r) + log|q| (2:8)
Démonstration. D’apres le Théoreme des nombres premiers,

d, = e"tom (2.9)

Fixons a = p/q avec |a] < 1 et définissons pour tout entier n > 0

Pin = dyp"Pin(q/p) pour L € {1,...,a} et {, =d;p"S,(q/p) -
(2.2) montre que pour tout n > 0
gn = Po,n + Zpl,nLil(a) -
=1

(2.7) montre que pour tout [ € {0,...,a} et pour tout n >0, p., € Z.
(2.5) et (2.9) montrent que

log |4,| = nlog(k) + o(n) avec &k =e*ple,a(l/a).
Enfin, (2.6) et (2.9) impliquent que pour tout [ =0,...,a :

log [pia] < nlog(t) +o(n) avec 7 =e%q[2°T" 1" .
En appliquant le Théoreme 2.2, on obtient donc la minoration

(a+r+1)log(2) + rlog(r) —log |a| — log(¢,.(1/a))

Sala) >
(a) 2 a+ (a+7+1)log(2) + rlog(r) + log|q|
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En utilisant la majoration de ¢, ,(1/«) donnée au Lemme 2.3, on en déduit
la minoration (2.8).

Démonstration du Théoréme 2.1. Dans les conditions de la Proposition

2.1, choisissons r = r(a) comme Pentier < a le plus proche de a(log(a)) 2.

On a alors

alog(r) + (a+r+1)log(2) — (r+1)log|a| = (1 + o(1))alog(a)
et

a+ (a+r+1)log(2) + rlog(r) +log|¢| = (1 +1og(2))a + o(a) .
D’ou

(1+0(1))log(a)
%(@) 2 { T log(2) +o(1)

ce qui prouve le Théoreme 2.1.




Chapitre 3

Indépendance linéaire d’une
infinité des nombres ((2n + 1)

Dans ce chapitre, nous démontrons qu’une infinité de valeurs de la fonc-
tion ¢ aux entiers impairs sont irrationnels. De facon plus précise, nous prou-
vons le

Théoréeme 3.1. Soit a un entier impair > 3 et notons d(a) la dimension du
Q —espace vectoriel engendré par 1, ((3), ¢((5), ..., ((a). On a alors
1
6(a) = 3 log(a) .

De plus, pour tout € > 0, il existe un entier A(e) tel que si a > A(e),

d(a) > ¢

= w log(a).

Nous montrons également le

Théoréme 3.2. Il existe un entier impair j, 5 < j < 169 tel que 1, ((3) et
((j) sont linéairement indépendants sur Q .

Pour démontrer ces théoremes, nous introduisons la série

“+oc

k — “)rn k 4 1 ™mo o —
Sn,a,r(z) _ n!a,72r Z ( 7“77) (k()a +n+ ) e k
k=1 g TI+1

ou n, r et a sont des entiers vérifiant n > 0, 1 < r < a/2 : ces conditions

assurent que S, ,,(2) converge pour tout nombre complexe z de module > 1.
Comme nous I’a fait remarquer I’arbitre de [BR], cette série, que nous

écrirons S,,(z), est elle aussi une fonction hypergéométrique généralisée :

21
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C(rn+ 1)*"'T((2r + 1)n + 2)
U'((r+1)n+ 2)stt

m4+1,...,mm+1, 2r+1)n+2| |
X a+2Fa+] z :
(r+1)n+2,...,(r+1)n+2

Sn(Z) — Zfrnfln!anr

Les démonstrations sont similaires a celle du Théoreme 2.1 : le Lemme
3.1 montre que la série S, (1) fournit des combinaisons linéaires a coefficients
rationnels en les ¢ impairs lorsque n est pair. Apres avoir donné une expres-
sion intégrale de type Beukers [Beul] (Lemme 3.2), nous en déduisons 1’esti-
mation de S, (1) (Lemme 3.3). Les Lemmes 3.4 et 3.5 concernent les propriétés
asymptotiques et arithmétiques des coefficients des combinaisons linéaires.
Enfin, pour conclure, nous appliquons de nouveau le critere d’indépendance
linéaire de Nesterenko [Nel].

3.1 Résultats auxiliaires

Dans toute la suite, on pose

rn(t +n+ l)rn
()541 '

Pour [ € {1,...,a} et j € {0,...,n}, on note aussi

Bn(t) — n!a72r (t _ TTL)

i = D (Ru(t)(E 4 )7, €T, (3.1
a n i n
1 . ‘
Pon(z) = — Z Z Cljn Z Ezrk et Pn(z) = Z ain? . (3.2)
=1 j=1 k=1 Jn

Les P,,(z) sont donc des polynomes a coefficients rationnels.

Lemme 3.1. On a :
5u(1) = Pon(1) + 32 PLa()C(0) (33)

De plus,

si (n+1)a+1 est impair, alors P,,,(1) =0. (3.4)
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En particulier, si n est pair et a impair > 3, P (1) = 0 pour tout | €
{2,...,a} pair et S,(1) est alors une combinaison linéaire uniquement en
les C impairs :

(a—1)/2

Sn(1) = Py,u(1 Z Py (1)C(20+1) . (3.5)

Démonstration. En décomposant R, (¢) en fractions partielles, on obtient :

a n
l7n

l]70

Mutatis mutandis, on peut répéter la démonstration du Lemme 2.1 de la
premiere partie et on a pour |z| > 1, z # 1

ZPM JLiy(1/2) + Pon(z) .

Comme 2r < a, le degré total de la fraction rationnelle R, (¢) est < —2, donc
Pr(1) =377 gRese j(Ru(t)) =0 et

lim (P, (2)Lia (1/2)) =

[z]>1

Comme Lig(1) = ((s), on en déduit (3.3). Montrons maintenant (3.4) et pour
cela reformulons (3.1) sous la forme

cljn = (—1)" "Dy (@1 (7)) 2=
ol

~z—1n)m(—z+n+1),

By(8) = Fu(—2)(j — )" = nto-rt

On a

T — (T(—; 1_) n))rnfib" + D (z — j)* . (3.6)

D, i(n—1x) = n!“*QT(

En appliquant I'identité (a); = (—1)!(—a — { + 1); aux trois symboles de
Pochhammer de (3.6), on obtient

__ja-2r (_l)rn(_'x +n+ l)rn(_l)rn(_x - Tn)rn
B =)= E e

= (1), () .

(=1 — =)
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Donc pour tout k£ > 0,
O i(n—x) = (—1)F(-1)"d)(x) .

n,n—j n,j

En particulier avec k =a —l et x = j, on a

Clin—jn = (_1)ail(_1)ancl,j,n ,
ce qui implique la relation

Pia(1) = (-0 P, (1)

Si (n 4 1)a + 1 est impair, on en déduit que P, ,(1) = 0.

Définissons maintenant I'intégrale

H?ill 2y (1 — ) ! dzidzy -+ -dwgp
I(2) = ( 2
[0,1]2+1

Z—$1$2"'£L"a+1) (Z—$1$2"'37a+1)
qui est définie a priori pour tout complexe z tel que |z| > 1.

Lemme 3.2. La série S,(z) admet la représentation intégrale, pour |z| > 1 :

((2r+1)n+ 1)!2(“'1)
n12r 1

Sn(z) = "L(2) . (3.7)

Démonstration. La série S, (z) est une fonction hypergéométrique généra-
lisée dont les parametres sont tels qu’elle peut s’exprimer sous la forme
intégrale voulue pour |z| > 1 (voir par exemple [Sl], p. 108). Il s’agit de
montrer que cette représentation est encore valide si |z| = 1. Pour cela po-
sons £ ={z € C: |z| > 1} et définissons la fonction

atlpr(1—z . @
Fz,2) = At si(2,2) €[0,1)7 x Eet (2,2) # (1,1,...,1) 4
0 si(z,2)=(1,1,...,1).

La fonction F'(x, z) est continue sur [0, 1] x E : en effet, pour z € [0, 1]¢T!,
il est clair que pour tout [=1,...;a+1,onal—xy- -2, > 1—12, d'ou

a+1

(L aze)™ > ] 2)

=1
Donc pour tout (z,2) € [0,1]*T" X F tel que (z,2) # (1,1,...,1),

a+1

|F(z,2)| < F(z,1) < H (xm - :L";)T> .
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Il en résulte que la fonction F(z,z) est continue sur [0,1]*"" x E, puisque
a > 2r. Par ailleurs, la fonction G(z,2) = (2 — 2y -+~ T4y1) 2 est intégrable
sur [0, 1]%"1) ce qui résulte de la continuité, pour |t| < 1, de la fonction

/ / / dudvdw — 1 Liy(1) |
(1 — uowt)? uvwt)?

Notons S, (z) le membre de droite de (3.7) et u(z,2) = F(z,2)"G(z, 2).
Alors :

e pour tout z € F, |u(z, 2)| < u(x,1) et u(z, 1) est intégrable sur [0, 1] ;

e pour tout x € [0,1]*"" & # (1,...,1), la fonction u(x, 2) est continue
sur F.
Donc S ) est continue sur E. Comme S, (2) est aussi continue sur F et

(2
Sn(z) = Sn(z2) si |z| > 1, cette derniere égalité est encore vraie sur E, ce qui
termine la démonstration du Lemme 3.2.

Considérons maintenant le polynome
Qra(s) =7rs" — (r+1)s"" + (r+1)s — 7.

On remarque que Q,(s) = s*"(rs —r—1)+ ((r+1)s —r) < 0 sur [0
De plus

L
Q.(5) =7(a+ 2)s* Tt — (r4+1)(a+1)s"+7+1
et
Q;ﬂ'ya(s) =(a+1)s" Yr(a+2)s— (r+1a).
Dot Q;,(0)=7r+1>0,Q,,(1)=2r—a<0etQ, ()<Osur [0,1]. On
en déduit que @, a une seule racine so dans [0, 1] et que s € |55, 1[.

Lemme 3.3. La suite |S,(1)|'/™ admet une limite notée ¢, , telle que
Pra = ((T + 1)80 — T)T(r +1 - TSU)T+1(1 _ So)a72r .

De plus, on a l’encadrement

2r+1

0< @ra < (3.8)

Ta72r :

Démonstration. En vertu de la formule de Stirling,

lim <((2T + Un 1)!>]/n = (24 1)

n—+oc nl2r+l
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Compte-tenu de I'expression intégrale (3.7), lim |S,(1)|"/" existe et vaut
n—-+oc

a+1
(1 —=x
Ora = (27 + )%+ max ( =1 7 ™) ) )

(@1,2at1)€[0,1)a+1 \ (1 — Zymg -+ - g qq )2 H]

Posons .
H? 1 ri (1 — )

211
1 —2mg - @gyr) s

F(m):F(.’lﬁ,...,maJr]):(

et f(z) =log(F(z)) : pour tout I € {1,...,a+ 1}, les extrema de F' doivent

vérifier
0 1 T T1T9* "+ Tq
f()f— Py (@412l ) g
oz T 1—ux 1 — 29 Ty

Le maximum de F' est donc atteint sur la diagonale 1 = 9 = -+ - = 7,4 et

on a ( +1)( ) +1
o 241 s" 1—s)°
Ora = (2r+1) max ( sy ) :

On vérifie que ce maximum est atteint pour s = s, racine dans ]0,1[ du
polynome @Q,,. De la relation rsi™ — (r + 1)sg*' + (r + 1)sy — r = 0, on
déduit que

ap1 (T 1)sg—r
90 e —

r+1—rsg
d’ou
r(a+1) a+1
_ 2r4+1 50 (1 - 50)
Pra = (2T + 1) (1 o Sg+1)2r+l
= ((r+1)sg—7)"(r+1—rse) (1 —s9)*
(2’/“ + 1)r+1 < (27“ 4 2)r+1 2r+1
(7«_|_ 1)a7r+] — (7«_‘_1)(177‘«#1 — Ta72r
en utilisant 'encadrement —= < 5o < 1.

Lemme 3.4. Pour tout | € {0, .., al,

limsup | P, (1)]"" < 20727 (2r 4 1)%+1 (3.9)
n—-+o0o
Démonstration. Si / € {1,...,a}, il suffit de majorer les coefficients ¢, ,,

puisque 'on a P, ,(1) = Z?:o c1,j.n- Pour cela on utilise la formule de Cauchy :

1

/ Ro(2)(= + §) 'dz
|z+j]=1/2
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ou |z 4+ j| = 1/2 désigne le cercle de centre —j et de rayon 1/2. Sur ce cercle,
on a

(2 = 1n)pn| < (J +2) ‘(2+n+1)rn|§(n*j+2)m

rn’

et
(2)nsa| 227G = Dl —j = 1!
Donc
4+ 1)! Dn—j+1)! ! a2
‘CZ,',,S (Tn+7+ ) ((T+ )n J+ ) <' n : > (2n2)a
(U + DG = )" (=5 + DG = )Y \gl(n — j)!
< (27" + 1)(2r+1)n+22(a727’)n(2n2)a
en remarquant que les coefficients multinomiaux
(rn+j7+1)! . (r+1)n—j7+1)!

GG =) " =i+ DG =)

sont majorés respectivement par (2r + 1)rn+j+1 et (2r + 1)(r+1)n,j+1. On a
donc
lim sup |-Pl,n(1)|1/n < 902 (9p 4 1)

n—-+oo

Il nous reste a majorer Py, (1) (dont on a déterminé I'expression (3.1)) :

Comme

on a bien la aussi

lim sup ‘ngn(l)‘l/” < 2(1*27“(27“ + 1)2r—|—1 .

n—-4oc

Lemme 3.5. Pour tout l € {0,... a},
B Pa(z) € 22 (3.10)

ot d, = ppem(1,2,...,n).
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Démonstration. Décomposons le numérateur de R, (t) en 2r produits de n
facteurs consécutifs :

R,(t)(t+7)° (HE ) X (ﬁGl(t)) x H(t)"

oupourl € {l,...,r}:

t—mnl), . t+nl+1 .
A =gy, =t LYV
(t)nJr] (t)n+1
et '
n!
H(t) = t+7).
( ) (t)n+1( )
Décomposons Fi(t), Gi(t) et H(t) en fractions partielles :
(J— )fpl gpl - (J —p)hy
F(t)=1+ =14+ ’ 1) = AV
(1) pZU t+p Z t+p H(®) z_: t+p
P#j p#J P#j
ol
(—p —nl), (=)™ ((l=1)n+p+1), wop(M D\ (1
foi == = =(-1) »
(—1)7pl(n — p)! n P
[JC»+n)
h=0
h#p
_(p+nl+1),  (—1D)P((I+1)n—p)! (—1) n(l+1)—p\ (n
ot = (ol —p)lpin —p)! n p
[[(-p+n
h=0
h#p
et [ !
p
hy = — ! - E( 2 77)' - _1)p<n>
p:\n—p): p
[[Cp+n
h=0
h#p
sont des entiers. On a alors pour tout entier A > 0 :
— ) fpu
(DAFi(t))j=—j = dox + Z (p— )\il ;

p¢7
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(D/\Gl(t))\f—fy = 50 At Z —P fﬁf )
p¢7

(DAH (1) ey = S (- L2

_ A+1
= (p— 1)
P#j

avec 0pr =1si A =0, gy =0si A > 0. On a donc montré que
dp(DaEY)j=j o dp(DAGH)j=j et dp(DaH)je
sont des entiers pour tout A € N. Grace a la formule de Leibniz

Do (R()(t + 7)) =
Z(Dm FI) e (DurFr)( Nr+1G1> (DuorG )( u9r+1H) e (Dua,H)

u

(ot la somme est sur les multi-indices p1 € N tels que pq + -+ -+ pg = a — 1),
on en déduit alors que d% !¢, ;,, € Z et donc que d%'P,,(2) € Z[2].

3.2 Démonstrations des Théoremes 3.1 et 3.2

Le Théoréme 2.2 (critére de Nesterenko) permet de montrer la Proposition
3.1 ci-dessous, dont les Théoremes 3.1 et 3.2 sont des conséquences.

Proposition 3.1. Soit a un entier impair > 3. Pour tout entier r tel que
1 <r<a/2, onala minoration

(@ —2r)log(2) + (2r + 1) log(2r + 1) — log(¢r.a)

0(a) = —— (a — 2r)log(2) + (2r + 1) log(2r + 1)

(3.11)

ot pra = ((r+1)sg— 1) (r+1—rse) (1 —s9)" " et sg est l'unique racine
dans 10, 1 du polynome Q(s) = rs*™2—(r+1)s** +(r+1)s—r. En particulier

log(r) + (2)
1+ log(2) + 2”'1 Llog(r+1)

d(a) >

(3.12)

Démonstration. Définissons, pour tout entier n > 0, ¢,, = d§, S2,(1) et

Pon = A5, Poon (1), pin = d3, Pos1.9,(1) pour 1€ {1,...,(a —1)/2}.
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(3.5) montre que pour tout n > 0, ¢, est une combinaison linéaire en les
impairs :

(a-1)/2

=1

(3.10) montre que pour tout [ € {0,...,(a —1)/2} et tout n > 0, p;,, € Z.
(2.9) et le lemme 3.3 montrent que

log |0,| = 2nlog(k) + o(n) avec k=€, .
Enfin, (2.9) et (3.9) impliquent que pour tout / € {0,...,(a —1)/2} :
log |pia| < 2nlog(t) +o(n) avec 7 =¢e"29 % (2r +1)**" .

En appliquant le Théoreme 2.2 (critere de Nesterenko), on en déduit (3.11).
En utilisant la majoration (3.8) et 'encadrement 2r < 2r +1 < 2(r + 1), on
obtient I'inégalité (3.12).

Démonstration du Théoréme 3.2. On choisit @ = 169 et r = 10 dans
la minoration (3.11) de la Proposition 3.1 : un calcul par ordinateur montre
que

sp ~ 0,90909093 et log(io169) = —505, 73453

d’out 4(169) > 2,001. 1l existe donc deux entiers impairs j et k tels que
3 < j,k <169 et 1, C(j) et (k) sont linéairement indépendants sur Q .
L’irrationalité de ((3) nous permet de supposer k = 3, ce qui prouve le
Théoreme 3.2.

Démonstration du Théoreme 3.1. Supposons a impair. Nous allons dis-
tinguer plusieurs cas :
o3 < a < 167 < €° : le Théoreme d’Apéry donne 6(3) > 2, d’ou
5(a) > 2 > Llog(a).
e 169 < a < 810% — 1 < €’ : le Théoreme 3.2 donne §(169) > 3 d’on
5(a) > 3> Llog(a).
e 8.10°+1 < a<10°—1 < e' :1a Proposition 3.1 (avec r = 200) donne
6(8.10° +1) > 3 d’'ont 6(a) > 4 > 1 log(a).
e 10°+1<a<10%—1<e':laProposition 3.1 (avec r = 600) donne
6(10° +1) > 4 d’ott 6(a) > 5 > +log(a).
e a > 10° 4+ 1 : en choisissant r = [a*° + 1] < a/2 dans (3.12) de la
Proposition 3.1, on obtient

d(a) >

> 50 log(a)
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ol ¢(a) = 1+10g(2)+2“2ff'3 log(a®/®+1) est décroissante et ¢(10°4+1) <
9/5. Donc 1a aussi 6(a) > £ log(a).
Montrons maintenant la deuxiéme partie : on choisit pour cela r = r(a)

comme l'entier < a/2 le plus proche de a(log(a))™2. On a alors

log(r) + Z;_ : log(2) = (1 + o(1)) log(a)
ot W+ 1
1 +log(2) + ;+ : log(r +1) =1+1og(2) + o(1) .
D’ou

(1+0(1))log(a)
) 2 I e @) F o))

ce qui prouve le Théoreme 3.1.
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Chapitre 4

Irrationalité d’au moins un des

neuf nombres ((5),{(7),...,((21)

Le Théoreme 3.2 du chapitre précédent montre qu’il existe un entier im-
pair j tel que 5 < j < 169 et 1, {(3) et ((j) sont linéairement indépendants
sur Q : ce résultat implique I'irrationalité de ((j) mais est bien sar plus fort.
Dans cette partie, nous améliorons la majoration 5 < 169 en ne recherchant
que lirrationalité de ((j) :

Théoréme 4.1. Il existe un entier impair j tel que 5 < j < 21 et ((j) ¢ Q.
La démonstration de ce théoreme repose sur la série suivante
+oo 2 3 3
1d k— k 1
Spalz) = nlt 63 { (k+2) (k—n)i(k+n+1)3 }

£ 2 d? 2 k)2,

ol z est un nombre complexe de module > 1 et a un entier > 6. L’étude
de S, 4(z), que nous écrirons désormais S, (z), est similaire a celle de la série
considérée dans le troisieme chapitre :

e Le Lemme 4.1 montre que, si a est pair, la série S, (1) s’écrit comme
une combinaison linéaire (a coefficients rationnels) de 1 et des ((j) pour j
impair, j € {4,...,a+ 2}.

e Le Lemme 4.2 détermine un dénominateur commun aux coefficients de
cette combinaison linéaire.

e L’estimation du comportement de [S,(1)|"/" est délicate puisqu’une
expression intégrale de type Beukers [Beul| n’est pas connue pour S,(1).
Néanmoins, en suivant Nesterenko [N2], le Lemme 4.4 montre que S, (1) peut
s’écrire comme la partie réelle d’une intégrale complexe : le comportement
asymptotique de cette intégrale est alors déterminé au Lemme 4.5 par la
méthode du col (Lemme 4.3).

1/n
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e Enfin, il n’y a pas lieu ici de borner la hauteur des coefficients de la
combinaison : cela n’est nécessaire que pour 'indépendance linéaire.

4.1 Résultats auxiliaires

Posons
(t—n)t+n+1)3

(t)n+]

et ¢ jn = Do t(Ry(t)(t 4+ 7)*)j1=—; : on a alors la décomposition en éléments
simples

Ry (t) =nte® (#+ 2)

a n

Il n
Ry = Y30 N (11)

=1 j=0
Définissons également les polynomes a coefficients rationnels

n

Pon(z ZZZ 2k1+§]]n Sk et Pz,n(Z):ZCl,j,an- (4.2)

=1 j=1 k=1 =0
oule{l,... a}
Lemme 4.1. Pour tout z € C, |z| > 1, on a
ll+1 )
Sn(z):pg,n(z”; ( 5 )Pln( )Liy2(1/2)

et Py (1) = 0. De plus, sia est pair, alors pour tout n > 0 et pour tout entier
pairl € {2,...,a}, on a P, ,(1) =0 et donc

a/2

Sn(1) = Pon(1) + Y (25 = 1) Py 1n(1)¢(25 + 1) .

Jj=2
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Démonstration. De la décomposition (4.1) de R,,(¢), on déduit que si |z| > 1

U+ Ve jn o 2 F
Sn — 1]7 v
G = LT G
=1 j=0 k=1
= (+ Dejn = 1 —k 1 —k
- ZZ 9 3 Z AECE Z 2 ”
=1 j=0 k=1 k=1

a

= P+ 2 DR i)

=1

Comme le degré total de la fraction rationnelle R,(t) est < —2, on a
Pia(1) =) Res,— j(Ra(t) =0
=0

On peut rééerire ¢, = (—1)* "Dy y(®n j (1)) 2—; O

—z—n)p(—r+n+1)

(*m)zﬂ

“(j — )"

P, ;(x) =nl*° (g -~ T) (

On a

) (x —2n),(x + 1),

n
T Y
wnmjln @) =m ’ 2 (z —n)pi

(0—j)*.  (43)

En appliquant l'identité (a); = (—1)!(—a — [ + 1); aux trois symboles de
Pochhammer de (4.3), on obtient

= o (L) L D C DT Wy

(_1)(n+])a(_$)2+1

En particulier, avec k =a —l et x = j, on a

o (71)a(n+])+l+]

Clin—jn = Cljn s
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ce qui implique la relation
Ppy(1) = (-~ 1) (1)

Si (n+1)a + 1 est pair, on en déduit que P, (1) = 0.

Lemme 4.2. Pour tout | € {1,...,a} on a
2d°7'P,(2) € Z]z] et 2d“T°Pyn(2) € 7[2]
ot dp, = ppem(1,2,...,n).

Démonstration. On écrit R, (t)(t+7)" = F(t)> x G(t)* x H(t)* % x I(t) ol
I(t)=t+n/2et

(t = n)n (t+n+1)n, ol |
() n+1 WOH—J)’ H{(t) = (t+7) .

Décomposons F(t), G(t) et H(t) en fractions partielles :

“~jp
S G0 O =2
=0
p#] p¢7 ﬁ#

F(t) = (t+3), G(t) =

ou

o G (1))

_ (—np—l—n+ Do _ (=1)"@n—p)t _ (_1)p<2n—p> <n> 7

Y (n— p)p! |
—p)lpl(n —p)! n p
[[(-»+n)
h=0
h#p
ot [ 1)2p)
e () e
p-\n—p): p
[[(-p+n
h=0
h#p
On a alors pour tout entier A > 0 :
(D <>>u27—6m+2 T

p¢7



4.2. DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1 37

(DAG(t))jt=—j = don + Z A qu,, :
p¢7
(DaH(1))jey = S (-1 =L,
= (p— 1)
pF#j

avec 0pr =1si A =0, gy =0si A > 0. On a donc montré que
dy(DaF)j= i, dy(DAG)y=—; et dy(DyH)j—

sont des entiers pour tout A € N. De plus, 2(D\[)=—; € Z. Grace a la
formule de Leibniz

Dy (R(£)(t +5)") = Y (Dy, F)(Dyy F) (D, F)

X (D, G) (D G) (Do G) (D H) -+ (D, H) (D, 1)

Ha+1
(ol la somme est sur les multi-indices 4 € Nt tels que p1+- + +pig 1 = a—1),
on en déduit alors que 2d% ¢, ;, € 7. Les expressions (4.2) des polynomes
Py.n(z) et P ,(z) permettent de conclure.

4.2 Démonstration du Théoreme 4.1

Pour estimer S, (1), nous suivons la démarche utilisée par [N] et [HP] qui
consiste a exprimer S, (1) a I'aide d’une intégrale complexe a laquelle on peut
appliquer la méthode du col, méthode dont nous rappelons tout d’abord le
principe (voir par exemple [C, pp. 91-94] ou [D, pp. 279-285]).

Soit w une fonction analytique au voisinage d’un point 2. On appelle
chemin de descente de Re(w) en zy tout chemin du plan issu de zj et le long
duquel Re(w(z)) est strictement décroissante quand z s’éloigne de z;. Les
chemins de plus grande descente de Re(w) en z, sont les chemins tels que
Re(w) a (localement) la décroissance la plus rapide parmi tous les chemins
de descente : il est en fait équivalent de demander que Im(w) soit constante
le long de ces chemins, c’est a dire que la phase de e soit stationnaire.

Supposons w telle que w'(zy) = 0 et w”(z) = |w"(z)|e"*® # 0. Notons
6 la direction d’une droite A passant par zj, c’est-a-dire § = arg(z — z)
ou z € A. Il existe exactement deux chemins de plus grande descente de

Re(w) en 2, dont les directions des tangentes en 2z, sont f, = 7 — % et
0 = —5 — % : ces directions critiques sont opposées. Il peut s’avérer difficile

de déterminer exactement les chemins de plus grande descente. On peut
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s’affranchir de ce probleme en considérant n’importe quelle direction 6 en z
telle que cos(ag + 20) < 0 : au voisinage de 2,

w(z) = w(z) + %w”(z[])(z —2)*+0((z — 2)?)

et sur un chemin L dont les deux directions en z, vérifient la condition ci-
dessus, on a alors Re(3w"”(20)(z — 20)?) < 0 et Re(w) admet un maximum
local en zy le long de L. Convenons de dire qu'un chemin L est admissible en
2g si les deux directions 6 en zy vérifient cos(ag + 260) < 0 et si Re(w(zp)) est
le maximum global de Re(w) le long de L.

Lemme 4.3 (Méthode du col). Soit g et w deux fonctions analytiques dans
un ouvert simplement connexe D du plan. Supposons qu’il existe zy € D tel
que w'(z9) = 0 et w"(z9) = |w"(2)]€"™ # 0. Si L est un chemin inclus dans
D et admissible en zy, alors

2T i(+

[NIE]

“ e (n 5 4o0)  (4.4)

/ g(z)e”“’(z)dz ~ g(z0)

— €
r njw"(zo)]

ou le choiz de + dépend de l'orientation de L. De plus, cette estimation
est encore valable si L est un chemin que ['on peut déformer en un chemin
admissible en zg.

Nous appliquons maintenant cette méthode a I’estimation asymptotique
de S, (1). Considérons 'intégrale complexe

3
n 7r

) = —— ) . /nuzd

) QiW/,;Rn(nZ) (sin(mrz)) c

ol u est un nombre complexe tel que Re(u) < 0 et |Im(u)| < 37w, L est
une droite verticale orientée de +i00 a —i00 et contenue dans la bande 0 <
Re(z) < 1, ce qui assure que l'intégrale .J,,(u) converge.

Lemme 4.4. Dans ces conditions, on a

e"*dz .

y / 1\ T'(n2)""C(n — nz + 1)°T(nz + 2n + 1)?
I [(nz+mn+1)%t3

S.(1) = Re (J,.(i7)) .
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Démonstration. ;) Comme (a), = I'(a+n)/T(a) et (t—n)2 = (=1)"(1—1)3,
on a

77) 1—t)3t+n+1)3

2 (D)

n) D(n—t+1)°C(t+2n+1)°T(¢)"
r

= 0 (145 B e DT 1

Ru(t) = (—1)"n1es (t +

De plus, la formule des compléments T'(¢)I'(1 — ¢) = 7/ sin(nt) (pour ¢ & 7)
implique que

3 C(#)*30(n —t+1)°T(t+2n +1)3
t('ﬂ )Z(fl)nn,a,G(HQ ()T —t+1)°T(+2n+1)°
sin 7t 2 [(t+mn+1)et3

On a donc

3
v
t Ut
,/, R (?) (Siﬂ(ﬂ)) ¢

A\ D30 (n —t+ 13T (t+2n+1)°
— (71)nn!a76 / (f + E) ( ) (’I’l + ) ( + 2n + )
Jo [(t+mn+1)et3

e“dt
2

ou L’ est une droite verticale quelconque contenue dans 0 < Re(t) < n. Le
changement de variable £ = nz et le théoreme de Cauchy justifient que

—1)» 2
I (u) = (2#77,!“6
im

o /L( 1) ['(n2)"0(n — nz + 1T (nz + 2n + 1)

Z+§ ['(nz+n+1)et3

e"dz .

i) Soit ¢ €]0,n[ et soit T € 5 + Z tel que T > n + 1. Considérons le contour
rectangulaire Ry orienté dans le sens direct, de sommets c+iT et T'+4T : la
fonction F(t,u) = R,(t)(r/sin(rt))?e* est méromorphe dans le demi-plan
Re(t) > 0 et ses poles sont les entiers k > n + 1. En appliquant le théoreme
des résidus, il découle que

(T]
1
— [ F(t,u)dt= ) Res—(F(t,u))
TR k=n-+1
ol
7T2 +u2 u\k / u\k 1 " u\k
Rest:k(F(tau‘)) = Rn(k)(*e ) +7//Rn(l€)(*€ ) + =R (*6 ) .
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Sur les trois cotés [¢c — T, T —iT], [T —iT, T +iT] et [T +iT,c+iT], on a
R,(t) = O(T?).
Sur [T —iT,T +iT], en posant t =T + iy, on a

sin(rt) = (—1)" cosh(my)

u)T —Im(u)

et donc |sin(mt)| > Le™¥. Comme [e"!| = eRe( Y, on en déduit que

3
(1) ( T ) ot — O (T72eR.e(u)Tef(Im(u)y+37r\y\)) —0 (TfQ)

sin(t)

puisque Re(u) < 0 et [Im(u)| < 3.

De facon similaire, sur les deux cotés [¢ — iT, T —iT] et [T + iT,c +iT], en
posant t = x £ 17T avec © > 0, on a

2% Sin(7rt) — €¥7r7”€z7m: - eiﬂTefmrm

et donc [sin(7t)| > [sinh(7T)| > ™. Comme |e"| = eRe(wa=ImWT "op epn
déduit que

3
Rn (f) ( : T ) eut — 9] (T72eRe(u):L‘ef(Im(u)T+37rT)) -0 (T72) )

sin(t)
Donc
1 c—100 ‘ 1
Jo(u) = — F(t,u)dt = lim — F(t,u)dt
27/7( Jetioo T—+00 27/7( J Ry
+oo
= ) Res;—(F(t,u))
k=n+1
C 7T2—|—712 k / k 1 1" k
= Y (T B R () (—e) + SRI(R)(—e")
k=n+1
En particulier
+0oo 1
Jp(im) = R, (k) + =R, (k
=3 CIACESAC)

et donc S, (1) = Re(J,(im)).

Nous utilisons maintenant la formule de Stirling sous la forme suivante

r(z)—@(f)z@*o(%))



4.2. DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1 41

oil |z — oo, |arg(z)| < 7 et ot les fonctions \/z et 27 = e*'°8(2) sont définies
avec la détermination principale du logarithme. Sur la droite L, les quantités
Inz|, In—nz+1|, [nz+2n+1| et |nz+n+ 1| sont équivalentes a des multiples
constants de n, d’oli

Jo(im) = i(— 1) (2m) s e /g(z)e”“’(z)dz- (1+0(n") (4.5

JL
avec 5 5
(2) <+1> V1I—2"Vz+2
g\z)=\z+ < P
92 \/Ea+3\/m +3
et

w(z) = (a+3)zlog(z) — (a+3)(z+1)log(z+1)
+3(1 — z)log(1 — 2) 4+ 3(z + 2) log(z + 2) +inz ,

les différentes fonctions racines et logarithmes de g et w étant de nouveau
définies a l’aide de la détermination principale du logarithme. [’expression
(4.5) de J,(im) se préte maintenant a une estimation par la méthode du col.

Dorénavant, nous supposons a = 20. Alors
w'(z) = 23log(z) — 23log(z + 1) + 3log(z + 2) — 3log(1 — z) +in
et I'équation w'(z) = 0 possede une seule solution zy vérifiant 0 < Re(zp) < 1 :

20 = To + 1Yy ~ 0,9922341203 — 2 0,01200539829 .

On a
w(zo) & —22,02001640 + i 3, 104408624
et
w"(z0) & 216, T641546 ¢ 09471277165
Notons «q l'argument de w”(zp); on constate que § = /2 et § = —7/2

vérifient cos(ay + 26) < 0. Montrons que la droite L : Re(z) = zq est
admissible, c’est a dire que Re(w) admet un maximum global en z; le long

de L. Posons f(y) = aRae—éw)(mo +iy); donc
fly) = —Im(w')(zo +iy)

= —23arg(x +1y) + 23 arg(zo + 1 + iy)
—3arg(xo + 2 +iy) + 3arg(l —xg —iy) — 7.
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On a
lim f(y)=2r et lim f(y)= —4nr.
Yy—>—00 y—+00
Par ailleurs, arg(z) = arctan (%) pour Re(z) > 0, d’ou
dy  afty? (@o+1)24y? (wo+2)?2+y? (1—m) +y7

N(y?)
(25 + v2) ((zo + 1) + ) ((xo + 2)2 + y2) (1 — w0)? + y2)

ou l'on a noté

N(t) = 1483 + 2(Ta3 + Txg + 44)12 + 2(—Taxg — 14y — 12423 — 117z + 37)t
+2(=Txh — 212y + 1623 + 6727 — 9) g .

On vérifie que N(t) a une seule racine dans [0,+oc[. Donc f(y) ne s’an-

nule que pour y = yo. La fonction y — Re(w(zq + iy)) est donc stricte-

ment croissante sur | — 0o, o], puis strictement décroissante sur [y, +00].
En conséquence, la droite L : Re(z) = zy est admissible en 2z, pour Re(w).

Lemme 4.5. On a :
T (im) ~ co(—1)"Fn~8emv(=0) (5 400)

ot cg = g(2)(2m)?\/271/|w" (20)]e /2 # 0. De plus, il existe une suite

d’entiers o(n) telle que

li 1)[1/#(n) — oRe(w(z0))
Démonstration. L’estimation de .J,(im) résulte de l'estimation générale
(4.4), appliquée a (4.5) et a la droite admissible L : Re(z) = 5. Pour mon-
trer la derniére affirmation, notons ¢y = re? et vy = Im(w(z)), de sorte
que

Sn(1) =Re(J,(im))
— (1) p 8enRe@E))(Re(u,) cos(nuvg + ) — Im(uy,) sin(nvg + 3))

ou u, est une suite de nombres complexes qui converge vers 1. Remarquons
que vy ~ 3,104 n’est pas un multiple entier de 7 et donc il existe une suite
d’entiers ¢(n) telle que cos(p(n)vy + B) converge vers une limite [ # 0. On
en déduit que

lim (Re(ugm)) cos(@(n)ve + B) — Im(uyem)) sin(p(n)vg + 3)) =1 #0

n—-+o0o
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et donc
lim |S<p(n)(1)|1/‘/3(77) — eR.e(w(zo)) .

n—-+oo

Démonstration du Théoréme 4.1. Posons py, = 2d2*Py (1) et p, =
20(21 — 1)d?*Py 1 ,(1) pour [ € {2,...,10}. Le Lemme 4.2 implique que ce
sont des entiers. Définissons également ¢,, = 2d?2S,(1) : le Lemme 4.1 montre

que
10

1=2
Enfin, d’apres le Théoréme des nombres premiers, d,, = ") Le Lemme

4.5 montre que
lim ‘fw(n)|1/w(n) ~e 0% ¢ ] 0,1 [ ,

n—-4oc

ce qui prouve le Théoreme 4.1.
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Chapitre 5

Problemes et généralisations

5.1 Une conjecture et quelques conséquences

Revenons plus en détail sur la série de Ball mentionnée dans I'introduction

Bn:n!2§(k+”) (k=1)-(k—m)(k+n+1)--(k+2n)

2 KAk +1)% - (k4 n)?

k=1
A priori, on a

By, = o ((4) + Ba((3) + 1C(2) + dn

ol &, B, Yn €t 0, sont rationnels. Les mémes arguments que ceux développés
aux chapitres 3 et 4 montrent que a,, = 7, = 0 et que d,, 3, et d’ 4, sont entiers
pour tout n > 0. Ball a remarqué (voir aussi la deuxiéme preuve du Lemme
3 de [BR]) que la convergence de By peut étre estimée élémentairement.
Ecrivons R, (k) = k “R, (k) ot

Fou(h) = nt? (k+ 2) (k— ”)”((ll:)j nt Un

n

Puisque Rn(k) = 0 pour 0 < k < n, on voit facilement qu’il existe ¢ > 0 tel
que

max R, (k) = max R, (k).

k>0 n+1<k<cn

Notons M, ce maximum : comme Y k*<1et R,(k)>0,ona
k>n+1

1
(en)!

M, < S,(1) < M, .

45
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Il suffit donc de montrer que M,l/n converge et de déterminer la valeur de
cette limite. La formule de Stirling montre que pour n < k < ¢n

~ k%(k + 2n)k+2nn2n

1/n

ou p,(k)"/™ tend vers 1. Posons

.Z'5$ (.’E + 2)m+2

F(x) = )
(T) (.Z' + 1)5(1‘-{—1)(37 _ 1),’1271
Alors L
max F'(z) = lim max F <—> = lim Mé/”.
z€[1,c] n—+oo n<k<cn n n—+o00
De plus, on peut choisir ¢ de telle sorte que m[ax} F(z) = r[nax [F(:c).
z€e(l,e r€[l,4+00
Donc
lim Bi/” = max F(z).
n—+4oo z€([1,+00[

T€[1,+00]
I'unique solution > 1 de I'équation z°(x +2) — (z + 1
déduit que

Un calcul montre que max F(z) = F(zg) ot zp = $(v/5+4v2 — 1) est
)

lim B!/" = lim M!/" ~0,029437262 .

n—-+o0o n—-+o0o
La suite d* B,, ne tend donc pas vers 0 et on ne redémontre pas l'irrationalité
de ((3). Pourtant des calculs numériques montrent que les nombres /3, sem-

blent étre les nombres d’Apéry an = Y7, (?)2(":-7)2, ce qui est surprenant
au vue de I’expression suivante :

S () ) () @)

j=0
- 1 "1 " 4 1
X — . T -+ ;
,;er—y ,;/Hrj %k—J n/2—j
J

Le programme Ekhad de Zeilberger ' montre cependant que B, vérifie la

récurrence d’ordre 2 satisfaite par les nombres d’Apéry :

(n 4 1), — (34n® + 51n* + 270 + 5)u, + n*u, 1 =0.

'Ekhad est un programme (pour Maple) de calcul de
récurrence des suites hypergéométriques, téléchargeable librement a
http ://www.math.temple.edu/ zeilberg/programs.html
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Puisque ((3) est irrationnel, 3, vérifie aussi cette récurrence. Comme [, = ay
et 51 = ai, on a bien I'improbable identité 3, = a, ! De facon similaire, on
prouve que &, = b, et donc que d?d, € 7. S’il était possible de montrer
cela élémentairement et sans supposer 'irrationalité de ((3), le probleme de
Nesterenko, rappelé dans I'introduction, serait résolu.

Ce phénomeéne de dénominateur « plus petit que prévu » semble étre
commun a toute une classe de séries que nous allons décrire. Introduisons
pour cela les notations suivantes

Rnabr(t) = n!a72br (t + 5) (f _ 7“77) (t()f_:n + l)rn

et
E : 7k
nabrl / nabr

oun, a, b, r, £ sont des entiers telsque n > 0,r > 1,a > 2bret £ € {0,...,b—
1}, ce qui assure la convergence de la série S, 45.,¢(2) pour tout z € C, 2| > 1.
En reprenant les démonstrations des Lemmes 4.1 et 4.2, on montre qu’il existe
des polynomes Py, 0p.s.0(2) €t Pinaps(z) (pourl € {1,...,a}) tels que

(+1—-1 .
Sn,a,b,r,l( ) P[] ,n,a,b,r / + Z ( ) Pl,n,a,b,r(Z)Lll—M(l/Z)

et tels que pour tout £ € {0,...,b— 1} et tout [ € {1,...,a},
APy papre(2) €Z[2] et AP ap.(2) € Z]2].

De plus, P ;.4p,(1) = 0 et en supposant a pair et b impair, pour tout [ > 2
pair, P ,.p,(1) = 0. Par exemple, B, = S, 4110(1) et on retrouve bien
O = Yn =0 et d,fB,, d6, € 7.

Nous avons vu ci-dessus qu’en fait f3,, d>d, sont déja des entiers : motivés
par ce résultat, des calculs avec Maple ont suggéré que plus généralement les
dénominateurs pouvaient étre améliorés pour z = 1.

Conjecture. Dans les conditions de la définition de Sy, qpre(2), Si a est pair
et b impair, alors
2" Ponapre(1) € Z

et pour tout | impair de {3,...,a — 1},

2de Py aps (1) €2
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La démonstration de cette conjecture, outre une nouvelle preuve de I'irratio-
nalité de ((3) avec la série de Ball, aurait comme conséquence d’améliorer le
théoreme 4.1. Ce théoreme a été démontré a 'aide de la série S, 90312(1);
I'utilisation de la série S, 15312(1) prouverait l'irrationalité de 'un des huit
nombres ((j) avec j impair dans {5,...,19}.

5.2 Valeurs de la fonction ( aux entiers im-
pairs dans un intervalle

Avec les notations du paragraphe 5.1, considérons la série

Sn (Z) - Sn,ﬂ+2,a72,r,a73(z)

ou « est impair, 3 est pair et 1 < 2r(a — 2) < 4 4. Pour tout entier n > 0
le nombre réel 2d2+A-15, (1) peut s’écrire comme une combinaison linéaire &
coefficients entiers de 1 et des ((j) pour j impair dans {«,...,a + $}. En
fixant «, on peut chercher le plus petit entier pair f = f(«) tel que la suite
2d2+P~1S, (1) tend vers 0 : cela impliquerait alors 'existence d’un irrationnel
((y) avec j impair dans {a,...,a + $}. Deux problémes se présentent :

1) majorer S,(1);
2) montrer la non nullité de S, (1), au moins pour une infinité d’entiers n.

La majoration de S, (1) peut se faire élémentairement. En effet

R (k)=0

n,B+2,a—2,r

pour k < rn et, pour k > rn + 1,
-3
R amar(B)] < p(n, 00, 8.7 Rugyo o (K)
oit lim,,_, o p(n, a, 3,7)"/" = 1. Donc

lim sup |S,, (1)"/™ < lim sup Sy g42,0-2,0(1)"" .

n—-+oo n—-+o0o

La derniere limite peut se majorer facilement, comme dans la démonstration
du Lemme 2.3 :

1 B+2—2(a—2)r 1 (a—2)r
lim sup Sn’ﬂ+27a,2’r’g(1)1/n S (-) (2 + —> .
n—+o00 T r

Des majorations plus fines peuvent étre obtenues par la méthode utilisée au
. 1/n
paragraphe 5.1 pour estimer la convergence de Bn/ .
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En revanche, méme si S, (1) peut s’exprimer comme une somme d’intégrales
complexes (cf. chapitre 4 et [HP]), la non nullité de cette série n’est pas
immeédiate et reste un probléeme ouvert. En 'admettant, on peut montrer
I’existence d’une constante explicite A > 1 telle que pour tout o > 3, l'inter-
valle [, Aa] contient un entier impair j tel que ((j) ¢ Q.

Par exemple, le choix r = 3 et = 104« est tel que pour tout entier

impair a > 5,
B+2—2(a—2)r (a—2)r
1 1
eftat <—> <2 + —) <1
r r

et on peut donc choisir A = 104. Un calcul plus fin permettrait sans aucun
doute d’améliorer cette constante.

5.3 Liens avec 'approximation de Padé

Nous avons vu dans l'introduction que les séries utilisées par Nikishin
et Beukers apparaissent naturellement comme solution unique de problemes
d’approximants de Padé : nos séries ont été introduites en oubliant cet as-
pect, qui n’était pas essentiel. Cependant, il est bien sous-jacent, comme
le montre I’exemple suivant. Cherchons & déterminer des polynomes A, (z),
Bn(z), Cn(2) et D, (z) de degré au plus n et deux séries entiéres en 1/z

Un(z) = An(2)Lia(1/2) + Bu(2)Liy(1/2) + Cp(2)

et
Vo(z) = 2"An(1/2)Lig(1/2) — 2" B,(1/2)Liy(1/2) + Dy(2)

ayant un ordre > n + 1 en z = oo, avec B, (1) = 0 : en suivant la démarche
de [Beu3|, on peut montrer qu’a une constante multiplicative pres

S~ (b malk 0+ 1),

2 (b,

On peut énoncer des problemes d’approximations similaires a ceux ci-dessus
pour « motiver » les séries introduites aux chapitres 2,3 et 4. Par exemple,
la série N, o,(2) du chapitre 2 est solution du probleme suivant : les entiers
a et r tels que 1 < r < a étant fixés, déterminer, pour tout [ € {1,..., a},
des polynomes P,,(z) de degré au plus n tels que lordre en z = oc de la
fonction

Un(z) =

Pon() + 3 Prnle)Li(1/2)
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soit au moins rn—+ 1. Mais I'unicité n’est en rien assurée : pour I'obtenir, il est
probable que des conditions supplémentaires sur les polynomes des approxi-
mations doivent étre énoncées, comme dans [So2| et [So3]. Les techniques
d’Huttner [Hu] (en utilisant la monodromie des fonctions polylogarithmes)
pourraient également étre pertinentes dans ce contexte.
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